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Célculo II. Examen 111

Ejercicio 1. [2.5 puntos] Sea f : RT — R una funcién continua. Dado a > 0, sea:

g(x) :=e " /096 e f(t) dt

1. Demostrar que g es constante si y solo si se verifica f(z) = ag(x), Vo € R*.

Como f es continua y la exponencial también, tenemos que el integrando es
continuo y Riemman Integrable. Por tanto, por el TFC, tenemos que:

</0 e £ (1) dt)/ — e f(2)

Por tanto, como la integral es derivable y la exponencial también, tenemos que
g es derivable en RT, con:

g (x) = —ae™ ™ /Oz e f(t) dt +e e f(x) = —ae " /Om e f(t) dt + f(x)

Como g es derivable en R*, tenemos que ¢ es constante si su primer derivada
es nula. Entonces:

d(x)=0 Vr e Rt < f(x) = ae™ ™ /fﬂ e f(t) dt = ag(x) Vz € RY

0
Por tanto, se ha demostrado lo pedido.

2. Sabiendo que lim f(z) = L > 0, estudiar la convergencia de la integral
Tr—r00

/ e f(t) dt y calcular lim g(z).
0 Tr—00

Observacion. Aunque en el examen no esta especificado, creo que se puede
suponer que L € R, por la notacién usual de los limites convergentes.

Tenemos:

lim
T—00

— lim f(z) =L >0

e f(z)
ear T—00

Por tanto, tenemos que

(e} e}
/ e™ f(t) dt diverge positivamente <= / e™ dt diverge positivamente
0 0

Calculamos por tanto la segunda integral para ver si converge:

/ e dt = lim 1 ae® dt = lim 1 [eat]c = 1 [oo — 60} =0
0

c=oo a J c—00 (1 0 a

o0
Por tanto, tenemos que / e™ f(t) dt diverge positivamente.
0

Ademas, tenemos que:

flx) L

lim e f(x) = lim = —

lim g(z) = lim
r—oo qett =00 (4 a

T—00 T—00 ear

0

fom e f(t) dt _ [OO} L' Hopital

4



Célculo II. Examen 111

3. Demostrar que si f(R*) C [m, M], entonces:

m (e® — 1) < M (e* — 1)

(por lo que g es una funcién acotada cuando f lo es).

Tenemos que:

m< f(r) K M= em < e f(z) <e™M Ve e RT

donde he usado que, como a > 0, e** > 0. Como el operador integral mantiene

el orden: N N N
/ em dt < / e f(t) dt < / e™ M dt
0 0 0

Tenemos que:

Por tanto: . M
Dew —1) < / (1) dt < — [ — 1]
a 0 a
Para obtener g(x), divido por e > 0:
axr 1 M axr 1
a eax a eax

Por tanto, se ha demostrado lo pedido.

Ejercicio 2. [1.5 puntos] Determinar las dimensiones del rectangulo de drea maxi-

ma inscrito en un circulo de radio r = %

N P
~ -
N .

N P
N -

N P
N -

¥l h
PRES
P ~
- N
P ~
- N
P N
P ~
- N

En este caso, tenemos que la ecuacion de ligadura viene dada por el Teorema de
Pitagoras:

b+ h?=(2r)? =41 = b= V4r2 — n?

Por tanto, la funcién a maximizar es:

ARt — R
h +— A(h) = bh = h\/4r? — h?
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Como A(h) > 0 Vh € RY, tenemos que A(h) y A?(h) alcanzan los extremos
relativos en los mismos valores de las abcisas. Por tanto, maximizo A%(h):

2
A%(h) = h*(4r*—h?) = 4h*r*—h* = % = 8hr?—4h® = 0 <= 4h(2r’—h?) = 0 <=

<:>h:0,\/§r

Por tanto, como h = 0 no pertenece al dominio de la funcién, tenemos que
h = v/2r es el tnico candidato a extremo relativo. Estudiemos la monotonfa.

» Para h < /2r: 88—’?; > 0 = A?(h) estrictamente creciente.

= Para h > /2r: aa_f < 0 = A?(h) estrictamente decreciente.

Por tanto, tenemos que h = v/2r es un méaximo relativo. Ademds, es absoluto
por el el inico extremo relativo y ser continua. Por tanto, las dimensiones pedidas
son:

2 2
hz\/ﬁ?“z£ b:\/47“2—h2:\/47“2—2r2:v27“2:\/7_
Ejercicio 3. [1 punto] Demostrar que:
| arctan x — arctany| < |xr — y/, Ve,y € R.

JEs f(z) = arctan 2 una funcién uniformemente continua?

Demostramos en primer lugar que f es lipschitziana. Como es derivable en R,
veamos si su derivada estd acotada.

1

Por tanto, tenemos que su derivada estd acotada por 1. Por tanto, f es lipschitzia-
na y, por tanto, uniformemente continua. Ademas, como la constante de Lipschitiz
es 1, tenemos que:

fy) < fl@)| <Mz -yl <1-|z—y] Ve € R
Por tanto, se ha demostrado lo pedido.
Ejercicio 4. [3 puntos] Sea f(z) = In(1 + z).
1. Calcular el Polinomio de Taylor de f(z) de grado n centrado en el origen,

dando una expresion del resto.

Demostramos en primer lugar mediante inducciéon la derivada n—ésima de
f(@):

n _(_ n—l_(n_l)!
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= Demostramos para n = 1:

Por tanto, para n = 1 se tiene.

= Supuesto cierto para n, se comprueba para n + 1:

O (@) = (—1) oy LD

Por tanto, se ha demostrado para n + 1.

Por tanto, el polinomio de Taylor de grado n centrado en el origen es:

k-1, (k=1)!
k

Plo(x) +Z f(n) z)* = 1n1+zn: =
k=1

El resto de Lagrage es, para cierto ¢ €] — 1, 00][:

fOE) i _ TV Grae

Rz,o(x) = f(z) - Pr]:,()(x) =

rln(l+z) — 22 + 123 — L4
2. Calcular lim ( ) 2 .
x—0 335

mr1)! T (1)
= (—=1)"-

1

Ao (—1)"'(n)!'m =(-1)

n+1 —

xn+1

cin(1+a) —a?+32% — 22 In(l+z)—a+ 32> —3

(n+ 1)1+t

n.

(14 x)ntt

lim 3% — 1im

x—0 _2;‘5 x—0
iy J@ = Plo@) gt f(@) = Ply@) et
- z—0 x4 o z—0 33‘4 .']74

donde he empleado el Teorema Infinetesimal del Resto.

3. Calcular el area de la regién determinada por la grafica de f(x) en el intervalo

[=3:1]:

Veamos en qué valores corta la grafica al eje X:

flz)=0<=In(l42)=0<=2=0

Por tanto, a partir de la grafica del Inx, sacamos que la grafica de f(x) es la

siguiente:

n!
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En primer lugar, resolvemos la integral indefinida:

/ln(l—l—x) dr = [ u(z) :,(1;)(1:*19”) U(g;@; T } — xln(1+m)—/% dr —

:xln(1+x)—/1— de=zIn(l+z)—z+In|l+z/+C

1+

Por tanto, tenemos que el area es:
1 0 1
A—/l (@) dx—/l () dx+/ f(z) do =
3 3 0

:[xln(1+x)—x+1n|1+x|]5%+[$ln(1+x)—x+1n|1+x|](1):

1 1 1 1 1 1 1 1 1
= —3 In (§)+§+ln (5) +In2—-1+In2 = an <§) —5—1—2 In2 = —5111 2—5—1—21112 =
3 1 9

xT
<t entrex =1

Ejercicio 5. [2 puntos] Calcular la longitud de la curva f(x) = In
yx=2.
Tenemos que f restringida al intervalo [1,2] es continua. Calculemos su derivada.

o et —le(e®—1)—e®(e"+1) e —1e*(e"—1—e"—1) —2e” B
Pl = S Sfiel - -
e + 1 (e? —1)2 e 41 (er —1)2 (e —1)(e* + 1)
2"
e 1

Por tanto, como tanto f como f’ son continuas en [1, 2], tenemos que f € C'[1,2].
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Por tanto, su longitud en este intervalo es:

20 _ 22 dy = dt

/ / 241 — 2t + 4t dt / (t+1)2 @
t—l) (t—1)? (t—1)? 62
FE R / /
=] ——=+= == L A
2 ). t—1 t 262t—1t 262t—1 RN Ty

Aplico el método de coeficientes indeterminados para resolver la integral:

l—/ de—/ \/1+ 646%1) da:—{QMZt t€[€2’64]]:

t+ 1| dt

1 A B A(t—1)+ Bt
—:_+ —
tt—1) t t-—1 t(t—1)

m Parat=0:1=-A— A=—-1

m Parat=1:.1=18B

Por tanto, tenemos que:

11 1 1 :
== ——dt+= dt = - [Inft — 1] —Int +1Inft — 1], =

4
1 €
= {lnhﬁ— 1] — §lnt}

4

= [ln\t—1|—ln\/i62:ln(e4—1)—2—ln(e2—1)—|—1:

e2

et —1
5 1—1:ln(e2+1)—1

e —

=1In
Por tanto, tenemos que la longitud de esa curva es rectificable, con:

[=In(e*+1)—1u

t—1| 2t



